



































Quantidadeconservadam dizemosqueumacerta
quantidade em umsistema é conservada

uando sua derivada temporal énula

C CLÃEi e éconservadase É off o

C ELE Ji E é conservada se É d

Momentolineary I mt m di
de

iúteorema off mDoE mai EF se E F o off o

gona
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doff É se LE do o

forçasinternas nãocontribuem para a variaçãodo
momento

µ Dois corposmovendosecom
velocidades J e respectivamente chocamse e apos a colisão
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velocidade Õ Desenhandoumarepresentaçãodoproblemateríamos

ao

aorta adais j



pensando no sistema constituido apenas dessas 2 partículas temosque a força
eternasobre o sistema énula Acarretandoentão na conservaçãodomomento dosistema
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Como doff o Fantes Idepois M VI1MÃE mundi

J mtv mão

templo Foguete
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i Imaginemagora a situaçãode foguetes se locomovendo no espaçosideral

m a presençadenenhumaforça Comoisso é possível Graças a conservaçãodo
omento e da 5LeideNewton Afimdese locomoverparafrente pensandosomenteem uma

reção o foguete ejeta umapartedesuamassapltraz logo o foguete
aplica uma

corçano massa ejetada e essa aplicaumaforçano foguete que
ofazandar
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Digamosqueumfoguete se
movimentacomvelocidadeTo e expeleparceladesuamassa a uma
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movese comose fosseexatamente umapartículademassa M cuja

matériadeforçasagem sobreelaÃ semovajustamentecomoumapartículapontual atémesmo
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Se por acaso a
discussão mudassedeum conjunto discreto departículas para

um corpo

tenso conjunto contínuodepartículas as somatorias
devidamenteanalisados setransformariamem

Hegrai em outras palavras o centrodemassade umcorpocomuma
certadensidade

será Im Infidm onde dm ÊÉÍÍÍ
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Da definiçãodemomento angularde uma partícula

tensa

q po
É interessanteobservar o seguinte o

momento angular

depende do vetorposição em outras palavras
depende da origem
A

velocidade depende

escolhida diferentementedomomentolinear doreferencial enãoda
origemdosistemadecoordenad

Sedenivarmos em relação ao tempo DÊ firxp offxp riff
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sobrea partículafornulo
torque

geralmente
descritocomo a formanotacionaldasegunda leideNewton

tira o casode N partículas podemos definiro momento angulardosistemacomosendo a soma

momentoangulardecadapartícula

ja japa e se derivamos

DÊ ÉÉ Ê Ix É onde E é a forçaresultantesobre a partícula d

devemos levarem consideração as forçasinternasentre as
partículas e as forças

externas
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Com issotemos dai feet logo setodas as forçasinternasforemforçar

centrai o momentoangulardosistemase cansem

se otorqueexterno fornulo
Concomitantemente

que o
momentolinear pode ser definido como f mi o momento

ngular pode ser definido como Iã onde Õ é a velocidadeangular
Resistênciado

corpo quedepende
dealgumaorigem e I é chamado de momentodeInércia como

arotação
análogoamassas

Isso sempre é aferente a um corpogirando
em relação a um eixofixo

auto que
dinhosvelocidade angular e

momentodeinércia dependamdesse eixo

I min
somadasmassasdecadapartícula

multiplicadapela

distância quadrada ao eixo de rotação

Ou ainda pf um corpoextenso I Jrdm

Emergia
Primeiramenteumadefiniçãobásica a energia

cinéticadeumapartículacommassamendacidade

é F 12mV podemos
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F di é definidocomo o trabalhorealizadopelaforça
E durante umdeslocamento di

Aiestademonstrado o teorema
trabalhoenergia

cinéticaonde uma variação At na energia
cinética

corresponde justamente ao
trabalho realizado Podemos transformaressa

quantidade emalgo
contínuo

medidaque dão e
somando sobretoda uma trajetória

AT F di W vale lembrar que
issocorresponde a

umaintegraldelinhadaforça
E ao

longodeum
caminho

Wes corresponde ao trabalho realizadopelaforça E de I atéÃ

É importante ressaltartambémqueesse
trabalho é feitopelaforçaresultant

odemosterumsistema napresençade
diversasforçasÊ querealizem

trabalhosWi a variaçãode

nergia
cinética nessecaso representa o

trabalhototal vulgo a soma
dostrabalhosWidecadaforçaÉ

AT Wilma

Energiopotencidi A energiapotencialnum
sistema corresponde

diretamente aforçaaplicada

xistemforçasque
admitemenergia potencial

enquantooutrasforçasnão

Comosaberravaisso utilizamosresultados e
teoremasdocálculo vetorial A forçanum

sistemaaqui éentendida

monãoapenas um vetor mas
um campo vetorial

Umresultadoquesai
diretamentedocálculo é

MCamposvetoriais
Conservatives admitem um potencial

escolar

m especial semprequeo campo
vetorialdeumaforçaÃforconservativoumaenergia

potencialOci

staraatrelado a essaforça Agora
comosaberqueuma

dadaforça F é conservativa existemvários

itai O trabalho realizadopela
forçanãodependerdo

caminhoemquestãomasapenasdaponta
iniciaiefinai

Otrabalhoemtodo
caminho fechado ézero

A forçadependeapenasdaposição
e o

trabalhoindependedocaminho

O domíniodocampovetorial é
simplesmenteconexo e seu

rotacionalnulo



Temosentão
queseuma

dessas condijosforam respeitadas épossível definir

Vira www.t firmar T.ie
Entow dhuidojfitrariarmente

E concomitantemente temos F fu

Comissopodemosdefinirumagrandeza
chamadaenergia

mecânica E T U

Sejam agora
doispontos T e Í as expressospara potencial

temos
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We UE Uerj DV podemosjuntaresse
resultadoagora
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Onde I e I sãoquaiquer doispontossobre a trajetóriadapartícula

seja em um
sistemasobre a açãoexclusivadeforçasconservatives essa entidade

denominadaenergiamecânica se
conserva Logo a energiatotaldapartida é

conservada

o mesmo resultado é válidopara a presençade
diversasforças desdequetodasas

orças
envolvidossejam

conservatives Nessecasoa energiapotencialtotal Uli seria a soma

decadaenergiapotencial atrelada a
cada força UM Udi eYEH tunei



Forçosnatoconservativas i No caso deforçanão conservatives não conseguimos

determinarumpotencial para
as mesmas mas conseguimos

determinaro trabalho queelas

calizam Separamos as forças em Íonspara
conservativo e Frioparaforçar não

narrativas Pelo teoremado
trabalho energia

cinéticatemos AT Wars Wnc

Wearspodemosassociarumavariaçãodeenergia
potencial AU AT DU1W

AttAo Una ÀE W logo a variaçãodeenergia
mecânica

Osistemaserajustamente o
trabalho realizado pelasforçasnãoconservativo

ENR sistmmlinamunidmsinmemtdoda.eeagia

Já sabemosque a força se
relacionacom a energiapotencialpormeiodogradiente

Masissodiz

peito a um problema
tridimensional maiscomplexo Podemossimplificarumpouco as coisas e

descobrir

mais a frenteumaaplicabilidade geral
ecomplexa imagine um sistema

unidimensionalondeporex

força possua apenas a
componente X F Fix issofazcomqueo gradiente se

resulteem

f d sistema4energiatotal E miniUe
constante porexemplo

odemos olhar o gráfico VI e entenderqualitativamente
o problemapor

intermédiodessa

bandagem gráfica Nessemesmo gráfico conseguimos
traçar a energia totaldosistema

e

assim determinar certos padrões de
movimentoda partícula qualitativamente

comoporexemploparts

equilíbrio estáveis e
instáveis

tomemoscomo primeiroexemplo 0 sistema massa
mola onde seatuaapenaruma

farsa F K disso

f µ Kx off do tdx U Kidd UH
num

iii irietemos a
a xX Xe



Penseagora esse
sistema 4 energiatotal E issosignificadizerque

nossapartícula

m questão esta definida a ficar
oscilando no intervalo xisxis Pq Bom elasópode

até Xpdevido a restriçãona energia
total se vai E pAlém

disso notequea

força impressa na partícula é f df logo fHd apontaparatraz puxando
a partícula

volta o análogo aconteceem Xs Portanto temosque a partida
ficará oscilando em torno

umpontoIxo esse ponto é umponto crítico 1 o que
recebe onomedepantofobia

lhando
agoraploutro Uas pontosdeequilíbrio

A diferençadeser equilíbrio
estávela

instável estacaracterizadopela
redondeza

Ed
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Imagineduaspartículas umab e outraem D comenergiarespectivosEbEd Analisando a

ijinhangadopontob temosque a
direita a partículasofreumaforçaque a puxa
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esquerdadopontob omesmo
acontece a partidasofreumaforçaque

atende lavara b Emoutro

alunostemosque b éum
mínimodeOea issocaracterizaumpontodeequilíbrio

estável

Insando
agora na partícula

em d Asua direitaa forçaimpressa
sobreela afaztenderseu

movimento

direçãopositivade emcontraste ao
ladoesquerdoded a forçaimpressafazcomqueo

movimento

note a voltar naescaladex Emoutraspalavras
temosqued caracterizaum máximode

UCA

ando origem a
umpontodeequilíbrio

instável

Um exemplo mais concretodiz respeito a energiapotencial
demoléculas diatômicas comfunção

a distância r entre os átomos Se a energiatotal do
sistemafor E yo osdoisa

tomassemenergia
suficiente p se

afastaremindefinidamente rompendo a moléculaNoentanto se a

nergiatotaldosistemafor Eso
temerqueos

átomos estãopresosnumpoço
depotencial na

dordeumequilíbrio estaial issosignificaqueos
átomosvãoficaroscilando essa

distância r entre

es mas nuncavão se soltar
mantendo assim a moléculadiatônica
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µ equação demovimento E Tt T E Uh mil E UM
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istemosUnidimensionais Curvilíneos e

Aquisão tratados desistemasque
muitasvezesacontecem em

duasdimensões marque
necessitam

era deumavariávelparase
descrever Podemospensarporexemplo

numpêndulosimplesnoplano y

mosqueaenergiasera
dadapor E Elija 1mgy temoso seguintevínculo X Lsino
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E Féé mykoso Uh inglesa e agorapodemosrealizar

toda a análisejávistaaté
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temploUmcilindrorígidode
borrachaderaiar émantidofixotendoseueixonahorizontal
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hodemadeirademassa m e lado2b
estáem equilíbriosobreo

cilindro comseu centro
verticalmente

acimadoeixo do cilindro e quatro
doseuladosparalelos ao eixo O

cubonãopodedesligarmwp.de

atualmente penderde um lado ploutro Examine a energiapotencialdo
cuboe determineseparao

cubo centrado

no cilindro é estável ouinstável



O sistemapodeserdeterminado
unicamentepor0agr

E Opotencialnowho assumeopotencialgravitacional

f µ O Mgh O comprimentoOBmede rtb

é CB mede no klrtblcosotrosino

DUH mgh myllrbcoso.rosino
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mofrocoso bsinos

laseandap0 pontodeequilíbrio Analisandooff
temos

iddof.mg r b
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Ouseja se o
cubo formenorqueo

cilindro bar temum equilíbrio
estável ou b r tem

um equilíbrio instável

detalhe importante forças
devínculonãorealizam trabalho issoserá

discorridomaisa frente

m mecânica lagrangeana

açoscentreis Em suma sãoforçasqueapontam paraum
determinado centrode

carga Se a origem é
escolhidacomo o centrodeforçaelasapontamplorigem
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Gravitacional forçade
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e
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gradientes Ft rtt Ât

Entãoplocasodeumaforça
central teriamos Fenaferira isso nos

euaao potencial ifcn a dorjucd e f.FM
e

Sistemadelpurtia Comopodemosdefinir as energias nesse caso

Cinética somadasduasenergiascinéticas T Te Ta

otaria Aindasobre a premissadeforças centrais temos que essas forças
conservativo

dependem nãodaposição mas simdadiferença À 5 pois a mesmaesta
sobre a

ela que liga as duaspartículas Eu f um
coordenadosdapartida1

cego
teams que a forma

funcional de Userá Ut Assim temos
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E ainda dT du forças epotenciaide
interação sãodadas

dltwt O SE TT.tl deduasemduas

partículas

Npartiadora similar ao anterior devamlevarem consideração que asforças
centrai

or estarem
sobre a retaqueligadaspartículaspodemagirapenas

deduasemduas

agenda com quehaja energiapotencial
referente a interaçãodapartículadeduas em

um Além disso Vijay Oj U III III

cinética T T.ttzt r.tt Ti

soterrou U Vj ofatorEdevemao fatoquesomamos4geUji
quesão o

mesmovalor
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Ii Em wk a Em
jenergia
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NA ciwt cze.int

Tiposdesoluço fé III
not

Mt Refaeilas

A dinâmica de um passode potencialpode ser
analisada como a dinâmica

um oscilador harmônico num pequeno
intervalo da posiçãode equilíbrio sériedeTaylor

JDXCLXeq EXqt.JOx 2 O 4 Á Ç E arbitrariamente pequeno

X Xq

Constantedemodaefetiva E keff

keffdo parábola4concavidadeplcima leg estável

Teff lo parábola 4 concavidade pfbaixo eq_instável

Fk e a keffcx.iq
OsciladorHarmônico



Oscilador Bidimensional

Isotrópico a constantedeproporcionalidade é a mesma em todas as

regões F ter

µ
no

j way

µ ftp ff ou
x onde t.gr

yus Aycoslwt 8 faserelativaentre as
oscilaçõesde X e J

comportamento da solução em erge
depende dafaserelativa1
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Se for um núcional é possíveldefiniruma frequeniia de
oscilaçãodo

sistema movimento periódico

SeWx
wy
forirracional pormaisque cada coordenada seja periodica omovimento

como umtodo trots nãoserá chamado deQuasiperiódia os doisperíodossão

incompatíveis

Oscilagáramortecidos i Supondo
agora

o movimento do oscilador harmônico

ar com a presença de umaforça resistira f bit temos então a edo

movimento

mi bi kx o isl2pxtwoxendewofm NFIE.jo 4 2ps
constantedeamortecimento

a equaçãocaracterísticaassociada temos as raízes

f p TÉ onde podemos subdividir em 3 diferente casos
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Amortecimento Fraco Subamortecimento

a raiz quadrada se
torna imaginária À i TÁ éwe

NA e Pt é céu
XHe Aeptcoslwat.gg

o movimento vai
sendo cadavez

masiamorteci'd

pelotermo e
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x
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F p Wo Amortecimento Forte Superamortecimento

XD e P FAIT q e CHEAT

Movimentotão amortecidoquenãopermite a oscilação
defato
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essecaso a soluçãofica NA e Pt q f e Pt
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Cálculo das variações

determinaçãode mínimos e máximosde
quantidades expressas

comointegrais

O menor caminho entredoispontos
KYD miya

Y

ié
de did

i I

i i
I i
I I 7X
E K

4 ftde Jandir ds yiydl.jo o comprimentototal do
caminho

L seja
O problemaentão se resume a encontrar uma função

Y que
torne L um mínimocomo sefazisso

algoumpouco
mais complicado do que o normal Essesproblemas demaneira geral

assumem a forma

S flyerJun DX Problemallariacind

de µ éuma curva qm
conecta os pontos Huh e Kaya JAI L Y L

Ou seja dentrode todas as curvasque realizamisso
devemos encontrar aquelaque

mu 5 um mínimo pelomenosestacionária



Dizemos que a solução
corretaplo problema é ya.ge f

Com isso é conveniente escrever a curva errada como

HA Jantzen
n

gatti
de µ é a

diferençaentreesses corvos note que
2

vamos ter µ
Comisso a integral tomada em 4devesermaior independentemente do quaipróxima
stejadeYul

Podemos então redefinir
parâmetro

YIN Jahd µ

S

Logo a condição paraque 5 sejaum
mínimoµ µ

devemoster que SCD é

Ummínimo quando 2 0 problema tradicional

SCN fly Y x DX

ftp.xqykxrixdx

E Ê H rififi



ÉH H H o

integrandoporpartes

À tu É HEI
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Equaçg
Los Função Lagrangiana E

q coordenada generalizada

À Velocidade generalizada

É Força Generalizada

É
momento Generalizado

7inupio.de tamilton O caminho real
que uma partícula percorre

é aquele

al que sua ação é
estacionária ao longo do

caminho

te
f ddt

t

Vimos
que essa função d

obedece a equação de Eder Lagrange
então devemoster

d LA iii amine É ftp.q o Vi



EquaçãodeLagrange assume a mesma forma em qualquer sistemade coordenadas

elimina forças devínculo

Uma coisa curiosa é que as forças e
momentos generalizados nãoprecisam

necessariamente

ossuir dimensões de força e momento

Digamos que
temos uma partícula

movendo se num campo
de força

conservativo 7 umpotencial vamos derivar as equação
de Lagrange utilizando

oordenador cartesiano e polares

Cartesianas D Lexy i j T U mjlx.kz Um

F Fx e 2 mi a.in o mesmo ply
então temos

e E mii

7 Em
f Email

darei lembrando que to ir RIP temos

L dlrihiih T U ztmlrtr.ir Ulna
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Épossível utilizar coordenadas cartesianas xp o vínculo é Hy podendofazer

udoem funçãodeapenas uma
variável xony Entretanto é masi prático

utilizar como
coordenada generalizada Y F f me nery V

_mghndeh.lkcosy

D T U find nightcaso temos então

ftp dzq mylsinf fflmeY mIdnaaee.p
momento
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deinércia

exercidopela

gravidade
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Um conjunto de coordenadas generalizadas é dita Natural se

Mn nãose relacionam com or coordenador cartesianos por
meio do

empo I

Sistemas Um sistema de N gras de
liberdade que é

descrito

orecisamente por N
coordenador generalizado

Um Vínculo diminui os graus
de liberdade de um sistema

númerode coordenadasquevariam
independentemente

dasoutras
coordenadas

Vínculos e Forças de vínculo

Suponhamos agoraque
a geometriado

problema ou outra
característica imponha um

íncubo entre essas coordenadas
Dadoprimeiramenteporalgo

do tipo

t O Equação

Vínculo holonômico

equaçãodo tipo glqiiii.tt o
dependem dar velocidadesgeneralisadas esão ditas

À holonômicos No entanto podemhaver casosem que
hádependenciada

velocidade cuja

m vínculo holonômico

AiÉ B o p o caso em que Ai Ça
B _SI

2T
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Holonômico

EIIIiticdan.com E tana gcnzt r
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EquaçãodoMovimento

Pensando em umsistema de
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